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Une vision singuliére
I11) Formalisme

Premiére partie
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PUSB Etats quantiques et opérateurs

«Bra-Kety
Produit scalaire

et decomposition en modes propres
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AR Vecteur d’onde dans I’espace X

Fonction d’onde: Base orthonormée:
V/(?(at) — :E::QV} 'éi éi 'CS} ::(55
v =y :( ......... NV VA VA VA /A )
(1) =
Produit scalaire: AR VR
Norme: =l =1

La particule doit se trouver quelque part
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PUPB «Bra — Ket» dans ’espace X

«Bra» «Ket»
<(//(x, 1) :( ......... Ve W, W, W W W W o . )
. . W,
Normalisation ”
wxo)=
Y

| lye0) =30 v = [ () pt)-dr=1

%
¥
¥

La particule doit se trouver quelque part !
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209 Généralisation

Fonction d’onde:

‘W>:Zi:0‘i'

Base orthonormeée:

gpl.> <¢iH¢j>:5y‘

«Bra» <W‘=(0(:; 0!1* 05; %* )

Wllw)=2a o=

«Ket»

(o)
¢
@
&
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PUB Exemple (1a):

deux pendules indépendants

Mode général:

W:a°‘¢G>+ﬂ°‘¢D>

‘ Pa > ‘ Pp >
Mode propre Mode propre 04 2 2
de «Gauchey de «Droite» ‘ l//> — ﬂ ‘a‘ +‘IB‘ :1

c
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PARB Exemple (1b):

deux pendules 1dentiques couplés

Mode général:

wzg.‘¢S>+B.‘¢A>

I SN 7 b I R

‘ Dg > ‘ Dy >
Mode propre Mode propre
«Symétrique» «Anti-symetrique»
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Exemple (2): Polarisation

v =a-|@)+B:|oy)

)

|W+45>

|l//—45>

1

1

2

|

1
—1

J

|

a

p

J

of +|A]" =1
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PUSB Exemple (3): niveaux atomiques

En
E WZZ%"€0,>
_.— EJ1
/ao\
E, V)= a,
\ % )
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PUPB

Mode général

=)

?)

Probabilités

Coefficients dans

la base des
modes propres Probabilité d’étre dans

le mode propre ‘gol>

Produit scalaire

v)=c z

(9

a.

1

)|

«intensité»

(@

Norme:

Wlv)=2.

a l

2

=1

&
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PUSB Etats superposés, e€tats mixtes

1) Etats purs:
. - - [’ état pur est un multiple d’un

1a) Etats propres: 4 ®, s

seul mode propre de I’opérateur A
1b) Etats superposés: L’état superposé est la superposition

‘W> = ZO[Z. y ‘ (Dl> cohérente
; de plusieurs modes propres de I’opérateur A

2) Etats mixtes: [’ état mixte est la superposition

‘W> — ‘¢1> ou ‘¢2> incohérente

de plusieurs modes propres de I’opérateur A

Décrit dans le formalisme des «matrices de densitéy
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PUSB Exemple: modes propres

") @ @ [0) a5) @ | @ 1)

0/90

90°) @re-o» 4s°) .ﬁev
100%3 100% %

190°) |-45°)
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PUPB Modes propres: proprietes

* Les modes propres dépendent du systéme de mesure choisi
et de son orientation

* La fonction d’onde d’un mode propre est inchangée
lors de la mesure

* Toutes les mesures singulieres d’un mode propre
donnent la méme valeur.

* [’ensemble des modes propres d’un systéme forme une
base orthogonale (qu’il faut aussi normer !).
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PUPB Etat superpose

Etat superpose

‘W>:Zai‘¢i>

Probabilité de trouver la particule dans 1’¢état |gol.>

<¢i HW > = ¢, Coefficient en amplitude

Pi = K(Di HW >‘2 = ‘ai‘z Probabilité = intensité
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IUB Exemple: modes superposes

+
+_
0/90 NG 45/ —45 {2

‘+450> ‘#, &.{—'—» ‘00> ‘oo> .{—'—» .#’ ‘+450>
% I \+45°>=%\0°>+%\90°> +% % \0°>=%‘+450>+%“450>

o' 45

0/90

|-45°) .Ser’ E‘H” 0°) 90°) @re-o» ’7%’ |+45°)

/é I \—45°>=%\0°>—%\900> /é% \90°>:%\+45°>—%\—45°>
A A
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Interférences de
PUSB , ,
deux ¢tats superposes

v)=Yal0) v2)=2 Ao

Etat total \l//>=\l//1>+\w2>=2(0!,-+,3,-)° ) Cohérents

i

Probabilité de trouver la particule dans 1’¢état |gol.>

<§0,- HW > =a, +f, Somme des amplitudes

p, =@ |lw) =la| +|B[ +2[e| 8] cos(Ap)

Interférences
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PARB Exemple

Interférences et fentes de Young

‘% *
1.

/ )
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2R Etat mixte

?,)

‘W1>:Zi:ai‘¢i> "//2>:Zi:ﬁi

Etat mixte Eo; 1 en‘c// 1> et &, , en‘%} Incohérents

Probabilité de trouver la particule dans 1’état |¢,)

_ 2 2 2 2
pi_g%,l"<¢iHW1>‘ +5%,2"<¢iHW2>‘ _g%,l"ai‘ "'5%,2":81"

Somme des intensités sans interférences
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PURB

Exemple 1a: mode superposé

superposition

!y
1

1

5

G

100%

BS2 |12 I“” m”

1
1
I 1
1
1
]
1
1
l |
I
! 5 = =
1 \ =N ;.
I ~ Y 1 "'
1 ! P s T4 R
R -\
1 )
: I
1
'y
1
1
1
\

[}
I
/

1/\2
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PUSB Exemple 1b: mode mixte

| |1l 50%
I I | S i

Smgle

photon BS1
’- \

0 TR
1/2 1 BS2 L "I " ”
1/42

SPD 3 /‘
eemlssmn

1/~2

50%

50%
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PURB

ala—-90

12
") @4+
R

‘900 H

/32 -
~1/\2- cos I I 1/\/5 sm

Exemple 2a: mode superposé |+45°)

QL> 7 cos(a) |

! + »cosz(a_gj
.—> /N2 sin(a)

Sll’l (Z -

‘O°> = cos(a)o‘a0>+sin(a

+

‘90°> =sin(a)-‘a°>—cos(a

)-‘a—900>

)| a—90")

Intensité non-déviée:
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PUSB Exemple 2b: mode mixte

Intensité non-déviée:
a/a-90

50% $ . 2 ( )“ )
0 ﬁ > H -COS | -

Ou S - ’,/' \\\“

o) @ @1 50%sin’(a) »

50% _
50%:-cos’ (a)I I 50%-sin? ((Z) 150 ‘
\ J

! \
210 \.
0.5

/" 330
/

‘O°> = cos(a)-‘a°>+sin(a)-‘a —90°> Non-polarisé

ou

. . . . La phase entre les composantes est sans importance
‘90 > =sin(a)- ‘ * >_ cos (ar)- ‘ o =90 > La rotation du polarisateur n’influence pas les sorties
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PUSB Mesures singulieres

Mesures singulieres

et projecteurs
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PUPB Mesures singulieres

Un «quantum» a ’entrée

- Quel sera I’état a la sortie ?

—> Avec quelle probabilité ?

Opérateur de mesure singuliere

—>

« projecteur»
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20983 Produit extérieur de deux vecteurs

Produit extérieur

(/)Eb (iZijfg Aﬂ{oylf
) lw|=| (i(o Vo y)=| AV AW
\n/ VA2

ZOWn

XV )
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20983 Produit extérieur de deux vecteurs

Produit extérieur

/;L/O /Zo‘//; ZOWI*
) wl=| P (v li,l* )= A AW
\Fn/ VA2

ZOWn

XV )
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20983 Produit extérieur de deux vecteurs

Produit extérieur

* * * \
(%) (AW AW - XV,
e . NR P2
PIRUAE '('/io Vi - W)=
Projecteur: Projecteur = produit extérieur du mode propre correspondant

Pierre-André Besse p.3.38 “Formalisme, Premicre partie” 2025



PUSB Mesure singuliere et projecteur

Mesure singuliere = Projection sur un mode propre de I’appareil de mesure

Projecteur = produit extérieur du mode propre correspondant

Projecteur sur la sortie |, )

vy =a-|g, OE‘ 0>< 0‘
=[5 1. e P EL ¢

) =clon)+ Below)

90°

B-|lw)=|o)- (0 ||v)=c-| o)
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PUSB Mesure singuliere et projecteur

Mesure singuliere = Projection sur un mode propre de I’appareil de mesure

Projecteur sur la sortie |g,, )

Ry E‘¢9o>'<¢90‘

o {
vi=| o] = T .
90° 1 |W>:a’;l‘¢‘o>+:3'|¢9o>

P90'|W>:|(p9o>'<¢9o||w>:/’)'|¢9o>
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PUPB Projecteur: exemple (1)

Mesure singuliere = Projection sur un mode propre de I’appareil de mesure
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PUPB Projecteur: exemple (2)

Mesure singuliere = Projection sur un mode propre de I’appareil de mesure

_|_

(1) _
Iw>=m T+ Pus-|v) om0 1=2
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PUPB Projecteur: exemple (2)

Mesure singuliere = Projection sur un mode propre de I’appareil de mesure

M:@ > Ps|w) P*“SE%@ (1 1)=%G D
-
P-|w) Pasly)=5(a+p) 7@
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PUPB Projecteur: exemple (3)

Mesure singuliere = Projection sur un mode propre de I’appareil de mesure

<O
Il
s
7~ N\
Lo
N——
-
—~
U
N
Il
~9

B, ly)=1
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PUPB Projecteur: exemple (3)

Mesure singuliere = Projection sur un mode propre de I’appareil de mesure

1 | 1

1
nev)=k(asip) |
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PUSB Exemple (4): niveaux atomiques

El’l
Ei
—e— L W:Z@@>

EO % O

Q 0
— _ P=79
V=, A=, | =|5

a, 0
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PUSB Exemple (4): niveaux atomiques

En
Ez‘
—e— L W:Z@%>
. (0 0 0 0
0 Q 0
o 0| | po 0 0 0 0
e, 21, 100 1 0
% 0 0 0 0 0)
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PUPB

Moyenne sur un
grand nombre de mesures

Moyennes
Variances

Incertitudes
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PARB Moyenne des mesures:
exemple compteur Geiger

Quel opérateur permet de calculer la moyenne des mesures ?
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PUSB Moyenne des mesures

Probabilité d’étre dans

le mode propre (0i>

2
a.

l

)|

=\

Mesure obtenue avec

ce mode propre gol.>

Moyenne des mesures

> (M) :Z/ll.-

ai

2
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PUSB Opérateur de mesure M

Opérateur de mesure (a partir des projecteurs)

Definition: M = Z/I > <

Preuve: <W‘M‘W>=Z/1i'<§” 0)-(@||w)
=D A=) A af
=(M)
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Polarisation 0/90: exemple (1)

IW>=[;j 4’1@—1’ R \y) E):((l) gj

P90"W> ﬂ

Matrice de mesure de polarisation 0/90

P90:(

0 O
0 1) ﬂ'9O:_1 = GZ:Z&"B:

i=0,90

1 0
0 —

J

@) )

1
0

o)t e
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ICI N = ERP R I
P—45"W> ﬂ

Matrice de mesure de polarisation +45/-45

(1 -1 0 1
) | = egarty

<O-X> =a fraff
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Polarisation R/L:

—s P
|w)
A =-1

exemple (3)

Matrice de mesure de polarisation R/L

=> O-Y =

Zjﬁ_.]?:

i=R,L

C

() =

—iot f+iaff
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PUPB

Matrices de Pauli

Pour les systémes a deux états quantiques: polarisations, les spins et les qubits, ...

Identité et matrices de Pauli = base des matrices 2x2 hermitiennes

1 O
1=
0 1

1
0

0
—1

G:
10

0 1

Matrice 2x2 hermitienne :

—

M=M =M"

M=n-1+r..0,+r.-0,+r,-0, avec

r, = réels

Pierre-André Besse
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PUPB

——
|20)
m@im

Exemple (4): niveaux atomiques

Opérateur Energie:

ae

="

Pierre-André Besse
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PUPB

——
|20)
m@im

2
Il
7~ N\
- e
o O
N S

Exemple (4): niveaux atomiques

av

Opérateur Energie:

|

/EO
\O

0 )

E,

0 O

J
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PUPB

Exemple (5):

Random number quantum generator

CTI project with IdQuantique SA, Gengve.

S

Mesures singulieres

Light emitter |/ = %Hgi) B %GJ

Intensity filter

v

Projecteur «Gauchey:

1 0
|PG>:(O 0) ﬂ’G :_Ax

vo)=r =55 o]

2

Projecteur «Droit»:

0 0
|PD>:[0 J A, =+Ax

o)==

Pierre-André Besse

p.3.60 “Formalisme, Premiere partie” 2025



PARB Exemple (5):

Random number quantum generator

CTI project with IdQuantique SA, Gengve.

Moyenne: Histogramme
b 1 (|G)) 1 (1
Light emutter S -
omis ) &)%)
Intensity filter
Opérateur position
-Ax 0
X=) A-P=
iZC.D 0 +Ax
Moyenne
W X]w)=0
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PUPB

Op¢rateurs de mesure

Un «opérateur de mesure» est une manipulation mathématique de la fonction
d’onde correspondant a une propriété physique mesurable de la particule.

Vecteur position:

Vecteur impulsion:

Energie:

Moment cin€tique

Spin, polarisation

X=x Y=y

L=z
P=—lhi Py=—lh-i Z=—lhi
* Ox oy Oz
E=in2
Ot
L=Xxxp

Pierre-André Besse
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Etat superpos¢ / ¢tat mixte:
PARB b=IP
moyenne des mesures

Etat superposé: ‘w> = ‘l//1> + ‘ w2> <M>1

<1‘4r>2

(Wi | My)

(v, | M|w,)

(M) = [My)=(M),+M),+(y [ M |v) +(p | M)

Interférences

Etat mixte:

Eo 1 en‘l//l> ct Ey, 2 en‘t//2>

(M) =&, (Wi [ M|y, + & (W | M |w,) = 60, (M), + 80, - (M),
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PUSB Valeurs moyennes d’un opérateur A

—+00

ZW:'A'% IW*(X,t)-A-w(x,t)-cbc
A‘ ',U(X,f)> — _OO+OO ) = _°O+oo
Vv [V oy

Moyenne d’un opérateur: (A) =(p(x,1)

Second moment d’un opérateur: <A2> E<W(x, t)

A ‘ w(x, t)>

Variance (incertitude) d’un opérateur:

M =(47) ()
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PUSB Exercice 3.1: double puits couplés

a,(t)) «—  «puits de gauche» T ‘{:‘\:} ----E,
|W(x’ t)> - a,(t) ) «—  «puits de droite» i/\ ,\_%
2 ~
-—-F--tt--3----E,
> X
. 1 . ‘
Soit les modes propres  |og)= %(J d’énergie £, Modele
I |
L1y .,
2.) =5l d’énergie E,
Déterminez 1I’Hamiltonien H="7
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PARB Exerc,lc.e 3.2: doul?le pu{ts couplé
symetrique avec input a gauche

Décrivez 1’évolution temporelle de la fonction d’onde d’un double puits couple.
En t=0 I’entrée de gauche est excitée.

- Quelle est la probabilité d’étre dans I’état de gauche en >0 ?

- Et dans I’état de droite ?

Comment évolue son énergie dans le temps ? | —
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PUSB Exercice 3.3: triple puits couples

Modele

v

- Déterminer I’Hamiltonien de trois puits identiques couplés.

- Quels sont leurs modes propres et leurs énergies ?
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PUSB Exercice 3.4: N puits couples

1 2 n-1 n n+1 N

v
>

Déterminer I’Hamiltonien de N puits identiques couplés.

Modéele

6 6 0 & o
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Photon singulier

0

Exercice 3.7: fentes de Young,
photon singulier et non-démolition

Franges d’interférence
dans I’histogramme

.@H_‘l SR TR ARSIV, T s 240D msec
L: - ey i e TR T . iy

L
V2

Universiteit Leiden ’

v e |
*r
.

- 5=

Q: que se passe-t-il si on détecte sans démolition dans une fente ?

Pierre-André Besse
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